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Modul: Samband och férandring
Del 5: Konstruktion av uppgifter

Matematiska modeller inom samband och forandring

Orjan Hansson, Hogskolan Kristianstad

Oppna uppgifter som rymmer modelltinkande och modelleringsaktiviteter ir ett naturligt
inslag inom samband och férdndring. Istillet f6r att arbeta med uppgifter i avgransade
sammanhang med tillgang till facit, sa innebdr modelleringsprocessen ett utforskande ar-
betssitt ddr man i utformningen av modellen prévar, diskuterar och justera sin modell, se
figur 1. Detta dr ett arbetssitt som leder till ett mer produktivt sitt att tinka i matematik
(Lesh & Zawojewski, 2007). Vi kommer hir dven i kontakt med en situation som gér ma-
tematikkunskaper virdefulla inom manga dmnesomraden, som naturvetenskap, samhillsve-
tenskap, teknik och ekonomi, dir man har behov av att skapa modeller f6r att kunna besk-
riva och analysera olika fenomen.
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Figur 1.

En éppen uppgift

Vi kan himta manga modelleringsuppgifter ur var vardag. En sadan uppgift kan till exempel
bestd i att beskriva olika relationer med kvantitativa métt, som hur likt ett rektangulirt ob-
jekt (en bordskiva, en matta, en tavelram etc.) dr en kvadrat till sin form. Uppgiften tas upp
i en problemsamling som skapades 1 samband med Balanced Assessment in Mathematics
Program vid Harvard Graduate School of Education (Concord Consortium, 2007). Man
kan introducera uppgiften som:

Ebbe och Siri besker en mobelaffir for att kopa ett matbord och vill att bordsskivan
ska ha form av en kvadrat. I mobelaffiren finns matbord med rektangulira bordsski-
vor men inget dir bordsskivan dr en kvadrat. De bestimmer sig da for att képa det
matbord dir bordskiva ir mest lik en kvadrat. Hjilp dem att bestimma en metod for

att avgora vilken bordsskiva som dr mest lik en kvadrat.

Uppgiften innebir att eleverna formulerar ett mitt som anger hur nira en rektangel dr en
kvadrat till sin form och hur detta matt fordndras dd rektangeln dndrar form. Uppgiften kan
anvindas for olika arskurser och ger eleverna méjlighet att utforma egna modeller, att jaim-
foéra sina modeller och diskutera f61r- och nackdelar med olika modeller. Eleverna deltar i en
process dir de formulera ett matt, genomfor berdkningar f6r mattet, tolkar och kontrollera
sina resultat, som kan innebéra en omformulering av maittet, se. figur 1. For att underlitta
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jimforelser av olika modeller 4r det limpligt att dela ut ett papper med en uppsittning rek-
tanglar, se figur 2.

(1:100)

Figur 2.

Erfarenheter av uppgiften

Erfarenheterna fran Balanced Assessment visar att eleverna i hég grad baserar sina modeller
pé lingden av rektangelns sidor. Om H och B ir rektangelns h6jd respektive bas sa dr det
vanligt att de studerar differenser av H och B. En del elever uppmirksammade da att deras
matt, som H-B eller (H-B)/(H+B), kan ge negativa virden och bortsdg frin tecknet for att
arbeta med icke-negativa virden. Det forekom dven att eleverna anvinde kvoten H/B di de
beskrev hur nira rektangeln dr en kvadrat till sin form; nackdelen med denna modell ir att

mattet ger det inverterade virdet B/H di man roterar rektangeln 180°. For att dtgirda
denna brist fanns det elever som under modelleringsprocessen dndrade sin modell dll (H/B
+ B/H)/2. Det forekom dven att eleverna utformade modeller dir de jiamforde arean med
héjden eller basen, eller att de undersokte skidrningsvinkeln mellan rektangelns diagonaler.

En jimférelse av tvd modeller
Vi ska nu se ndrmare pa vad det kan innebdra att arbeta med uppgiften. Modellerna kan
utformas pa ménga olika sitt. Vi ska ta fasta pd lingden av rektangelns sidor samt arean av

rektangeln och berdkna (se figur 3):

I differensen mellan rektangelns lingsta och kortaste sida,
II.  hur mdnga procent storre rektangelns area dr dn arean av den storsta kvadrat som
ryms i rektangeln.

I det fall rektangeln dr en kvadrat sa blir bada métten noll.

—
Differens
Figur 3.
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Om vi till exempel ska berikna mattet f6r en rektangel med sidorna dr 3 och 7 lingdenheter
sa fir viifall I: 7-3=4, och i fall II: (3-7-3-3)/3-3=(7-3)/3=1,33 dvs. 133%. Vi ser dven
att berakningen av matt II kan forenklas till (7-3)/3 och likavil formuleras som: hur manga

procent lingre rektangelns langsida 4r 4n dess kortsida.

Hur madtten forindras

Vi kan tydliggéra hur de tva matten férindras med hjilp av en tabell dér rektangelns kort-
sida varierar och langsidan ér 7 lingdenheter som i vart tidigare rikneexempel, se figur 4.
Det framgir av tabellen att matten avtar fOr att blir noll da kortsidan 6kar och rektangelns
form nédrmar sig en kvadrat. Om vi istillet minskar kortsidan sa blir rektangelns form allt
mindre lik en kvadrat och matt I nidrmar sig langsidans lingd medan matt II vixer obegrin-
sat. Genom att uppmirksamma mattens olika intervall kan man f6ra en diskussion om stra-
tegier f6r gradering av koordinataxlar. Kortsidan i rektangeln kan anta alla virden som ér
stérre dn 0 och mindre 4n eller lika med 7, och vi kan utnyttja tabellen for att rita mattens

grafer, se figur 5.

Langsida 7 7 7 7 7 7 7 7
Kortsida 0,5 1 2 3 4 5 6 7
1 6,5 6 5 4 3 2 1 0
1I 1300 600 250 133 75 40 17 0
Figur 4.
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Figur 5.

Hur modellerna pdverkas av skala

Vad hinder om vi halverar rektangelns sidor? D4 dndras rektangelns storlek men den behél-
ler sin form. Tabellvirdena férindras f6r matt I men inte f6r matt 11, se figur 6. Matt 11 dr
oberoende av skala, till skillnad fran matt I. En modell som miter hur lik en rektangel ir en
kvadrat till sin form bor vara oberoende av skala. For att prova detta kan vi inkludera lik-
formiga rektanglar bland de rektanglar som eleverna arbetar med — som A och F i figur 2,
vidare 4r B och E lika.
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Langsida 35 35 35 35 35 3,5 3,5 3,5
Kortsida 0,25 0,5 1 1,5 2 2,5 3 35
1 3,25 3 2,5 2 1,5 1 0,5 0
11 1300 600 250 133 75 40 17 0
Figur 6.
Modellernas olika samband

Om vi later x och y vara lingden av rektangelns kortsida respektive langsida kan métten
skrivas som (I) y—x respektive (IT) 100(y—x)/x. I vira tidigare berikningar var langsidan
konstant 7 och vi lit kortsidan x variera. Matt I gav dd 7—x och mitt IT gav 100(7—x)/x dit
0<x= 7, jamf6r med figur 5.

Fler uppgifter

Uppgiften som vi hir behandlat kan enkelt anpassas till olika geometriska figurer, som att
undersdka hur nira en triangel ér en liksidig triangel till sin form, eller hur nira en parallell-
logram ir en rektangel till sin form etc. Prova att sjilv formulera en uppgift! Att undersdka
hur ”nira” nagot ir kan behandlas i olika sammanhang och mitas med olika modeller som
leder till diskussioner om samband och férindring inom ménga omrdden i matematik.
Uppgifternas karaktir innebir att de kan anvindas i olika arskurser med modeller som har
olika matematiskt innehall. Den uppgift som vi hir arbetat med kallas ”Square-Ness” och
ingar i en samling av s.k. ”-Ness”-uppgifter i problemsamlingen fran Balanced Assessment
(Concord Consortium, 2007).
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